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ДОСЛІДЖЕННЯ ФАЗОВИХ ПЛОЩИН 

МОДЕЛІ ІМУНОСЕНСОРА НА ПРЯМОКУТНІЙ РЕШІТЦІ З ВИКОРИСТАННЯМ  
ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ ІЗ ЗАПІЗНЕННЯМ В ПАКЕТІ R 

 
У роботі проведено комп’ютерне моделювання імуносенсора на прямокутній решітці з 

використанням диференціальних рівнянь із запізненням за допомогою пакета R. Проведено до-
слідження фазових площин моделі імуносенсора на прямокутній решітці з використанням ди-
ференціальних рівнянь із запізненням, наведено параметри моделі, їх числові значення, а також 
представлено параметри в пакеті R. Проаналізовано останні дослідження в галузі імуносенсо-
рів, їх видів і популярність наукових напрямів дослідження протягом останніх п’яти років. Не-
зважаючи на величезну різноманітність сучасних фізико-хімічних методів детектування ана-
літичного сигналу в імуноаналізі, лідирують електрохімічні методи, які мають низку незапереч-
них переваг: висока чутливість і точність, селективність і експресність, невисока собівар-
тість і універсальність. Описано пакет R як середовище програмування для статистичного 
аналізу даних зі заданими значеннями параметрів моделі імуносенсора на прямокутній решітці 
з використанням диференціальних рівнянь із запізненням. Наведено посилання на корисні сай-
ти, списки посилань і документацію з встановлення та початку роботи з пакетом R. Резуль-
тати чисельного моделювання імуносенсора на прямокутній решітці у вигляді фазових площин 
дають змогу провести дослідження стійкості моделі імуносенсора. 

Ключові слова: біосенсор, імуносенсор, математична модель, диференціальні рівняння, 
пакет R. 
 

Вступ. Останніми роками чимала кіль-
кість наукових досліджень пов’язана з розроб-
кою експрес-методів аналізу, що характеризу-
ються високою доступністю і мають достатній 
рівень чутливості та селективності. Особли-
вий інтерес викликає можливість мініатюри-
зації подібних аналітичних пристроїв. Най-
більш характерними представниками аналі-
тичних систем, які поєднують в собі перелі-
чені якості, є біосенсори [1]. 

Біосенсор – це компактний аналітичний 
пристрій, що містить біологічно чутливий 
елемент, інтегрований у фізико-хімічний пе-
ретворювач, метою якого є отримання оптич-
них або електронних сигналів, що відповіда-
ють концентрації аналізованої проби [2]. 

Вплив на суспільство внаслідок наявності та-
ких систем є величезним, тому вивчення будь-
якої стратегії, яка могла б скоротити час роз-
робки й витрат та розкрити альтернативні 
конструкції, є надзвичайно важливим. Зокре-
ма, математичне моделювання є потужним 
інструментом для наукового аналізу і прогно-
зування. 

Серед великого сімейства біосенсорів 
імуносенсори є типовими сенсорами, що міс-
тять шар рецептора, який є чутливим і селек-
тивним, включаючи іммобілізований біологіч-
ний елемент, наприклад антитіло, антиген або 
хаптен, які є імунологічними рецепторами для 
молекул, що досліджуються [3]. В імунсорі 
(імуносенсорі) відбувається реакція, яка ґрун-
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тується на взаємодії між антитілом і антиге-
ном або маленькими молекулами (хаптенами). 
Антитіла часто називаються імуноглобуліна-
ми, тому що вони є протеїнами, які пов’язані з 
імунною системою. 

Імуноглобуліни використовуються імун-
ною системою для ідентифікації та нейтралі-
зації чужорідних об’єктів. Вони використо-
вують властивості зв’язування антигенів. Ан-
тигени і антитіла можуть використовуватися в 
шарі рецептора в біосенсорах [4]. Зменшення 
властивостей, які пов’язані з антитілами під 
час процесу іммобілізації антигену, викорис-
товуються в конструкції шару рецептора, де 

антитіла відіграють функцію аналітів (моле-
кул предметного детектування).  

Мета дослідження. Провести 
комп’ютерне моделювання імуносенсора на 
прямокутній решітці з використанням дифе-
ренціальних рівнянь із запізненням в пакеті R. 

Аналіз останніх досліджень. Імуносен-
сор – аналітичні пристрої для якісного і кіль-
кісного аналізу біологічних компонентів проб, 
що базуються на виявленні специфічних ан-
тигенів та антитіл за допомогою імунокомп-
лексів. Функціональну схему імуносенсора 
зображено на рисунку 1. 

 

 
Рисунок 1 – Функціональна схема імуносенсора 

 
Імуносенсори, що розробляються і роз-

роблені до теперішнього часу, як правило, 
використовують гетерогенний формат імуно-
аналізу. Ґрунтуючись на характері механізму 
детектування, імуносенсори можуть бути роз-
ділені на електрохімічні, оптичні, 
п’єзоелектричні та ін. Для кожного типу харак-
терні певні переваги і недоліки, що призво-
дить до великої кількості досліджень по роз-
робці імуносенсорів [5]. 

Незважаючи на величезну різноманіт-
ність сучасних фізико-хімічних методів детек-
тування аналітичного сигналу в імуноаналізі, 
лідирують електрохімічні методи, які мають 
низку незаперечних переваг: висока чутли-
вість і точність (завдяки унікальному поєд-
нанню специфічної взаємодії антиген-
антитіло і чутливої електрохімічної детекції), 
селективність і експресність, невисока собівар-
тість і універсальність. 

Серед електрохімічних імуносенсорів 
найбільш популярними є: 

а) імуносенсор з ферментною міткою;  
б) імуносенсор з наночастинками, в то-

му числі квантовими точками; 
в) ємнісний та імпедансометричний 

імуносенсор; 

г) магнітоімуносенсори.  
Ферментний та імпедансометричний 

імуносенсор являють собою найбільш вивчені 
типи сенсорів (рисунок 2). Кількість публіка-
цій, присвячених імуносенсорам на основі 
квантових точок і магнітних наночастинок, 
помітно збільшується і в сукупності стано-
вить 9 % від загальної кількості опублікова-
них робіт протягом другої половини остан-
нього десятиліття. Найбільша кількість опуб-
лікованих досліджень стосується імуносенсо-
рів на основі різних типів наночастинок. 

Слід зазначити, що основним компонен-
том усіх імуносенсорів є рецепторний шар, 
що являє собою антигени, моно-поліклональні 
антитіла або їх фрагменти, певним чином на-
несені на робочу поверхню трансдьюсера. 
Одна з проблем, пов’язана з ефективністю 
сендвіч-аналізу на основі антитіл, полягає в 
можливості взаємодії не тільки з визначеними 
антитілами, а й іншими імуноглобулінами, що 
утворюються при різних системних захворю-
ваннях. Ці білки знаходяться в 40 % сироват-
ки здорових пацієнтів і можуть призводити до 
хибних позитивних результатів аналізу. У 
пошуках альтернативних антитіл застосовують 
фрагменти антитіл, аптамери і білкові каркаси 
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неімуноглобулінів [6-8]. Альтернативні моле-
кули повинні задовольняти ряду вимог, а са-
ме: їх необхідно швидко і недорого виготов-
ляти, вони повинні бути стабільні в різних 
умовах, мати тривалий термін зберігання. При 
цьому «замінники» антитіл мають володіти 
необхідною чутливістю і специфічністю [9]. 
Фрагменти антитіл, що мають високу специ-
фічність для їх цільового аналіту, здатність 

підтримувати розпізнавання антигену, неве-
ликі розміри порівняно з повним антитілом, 
більш застосовні для іммобілізації, ніж наявні 
природно сформовані антитіла, і стають важ-
ливими інструментами в дослідженні і ство-
ренні імуносенсора [10]. Для іммобілізації 
біорецепторів в імуносенсорах застосовують 
методи, які використовуються при розробці 
біосенсорів.  

 

 
Рисунок 2 – Відсоток опублікованих статей, що відносяться до кожного типу імуносенсорів  

протягом 2013–2018 рр. за даними бази Scopus 
 

У роботі [11] проведено порівняльний 
аналіз електрохімічних імуносенсорів з іммо-
білізованими антитілами чотирма різними 
способами (фізичної сорбції, ковалентного 
зв’язування з застосуванням глутарового аль-
дегіду, ковалентного зв’язування з застосу-
ванням IgG людини і протеїну А). Проведені 
випробування показали, що найкращими ана-
літичними характеристиками володіє останній 
тип сенсорів. 

В ідеалі імуносенсор повинен бути ба-
гаторазовим пристроєм, оскільки оборотність 
взаємодії антиген-антитіло може дати змогу 
регенерувати іммобілізований компонент. 
Однак висока константа афінності і проблема 
часто необхідних досить «суворих» умов ім-
мобілізації антитіла або антигену роблять ре-
генерацію поверхні важкою для реалізації, 
тим самим обмежуючи практичне застосуван-
ня імуносенсорів [12]. 

Пакет R як середовище програмуван-
ня для статистичного аналізу даних. Па-
кет R – це середовище програмування для ста-
тистичного аналізу даних, яке складається з 
базової програми R, що працює як інтерпрета-
тор мови статистичного програмування S, та 
окремих пакетів, які реалізують спеціальні 

методи і технології статистичної обробки да-
них. Програма R є некомерційною і вільно 
розповсюджується за умови дотримання ви-
мог GNU General Public License [13]. 

R застосовується скрізь, де потрібна ро-
бота з даними. Це не тільки статистика у вузь-
кому сенсі слова, а й «первинний» аналіз 
(графіки, таблиці спряженості), а також су-
часне математичне моделювання. Ця програ-
ма також використовується як альтернатива 
комерційним програмним середовищам аналі-
зу даних рівня MatLab/Octave. З другого боку, 
цілком природно, що основна обчислювальна 
потужність R найкраще проявляється при ста-
тистичному аналізі: від обчислення середніх 
величин до вейвлет-перетворень часових рядів. 

Додаткової популярності R надало 
створення системи зберігання і розповсю-
дження пакетів – CRAN (Comprehensive R 
Archive Network – http://cran.r-project.org) [14]. 
Статистичні алгоритми зазвичай виконуються 
у вигляді скриптів і зібрані у пакети 
(packages) R. Під час інсталяції разом з базо-
вою програмою інсталюються й основні паке-
ти, в яких реалізовано найбільш популярні 
методи статистичного аналізу. Частина цих 
пакетів автоматично завантажується під час 

Імуносенсори на основі 
магнітних наночастинок 
Імуносенсори на основі 
наночастинок 
Імуносенсори на основі 
квантових точок 
Імпедансометричні  
імуносенсори 
Ємнісні імуносенсори 
 

Імуносенсори на основі 
ферментів 

http://cran.r-project.org/
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запуску R. Інші пакети можна завантажити, 
використовуючи функцію library. 

При роботі з R можна виконувати одра-
зу багато інструкцій, що записані в окремому 
файлі. Найпростіший спосіб зробити це – за-
вантажити такий файл в якому-небудь тексто-
вому редакторі, скопіювати, а потім вставити 
на консолі. При цьому, якщо інструкції у фай-
лі розміщені в окремих рядках, розділових 
знаків між ними не потрібно. 

Результати чисельного моделювання 
імуносенсора на прямокутній решітці у 
вигляді фазових площин. З метою отри-
мання результатів чисельного моделювання 

імуносенсора на прямокутній решітці з вико-
ристанням диференціальних рівнянь із запіз-
ненням вводяться значення параметрів моде-
лі імуносенсора на прямокутній решітці з 
використанням диференціальних рівнянь із 
запізненням. У комп’ютерній програмі «Дос-
лідження фазових площин моделі імуносен-
сора на прямокутній решітці з використан-
ням диференціальних рівнянь із запізнен-
ням» визначальними є назви параметрів мо-
делі, їх числові значення, а також представ-
лення параметрів та їх числових значень в 
пакеті R згідно з таблицею 1. 

 
Таблиця 1 – Значення параметрів моделі імуносенсора на прямокутній решітці  

з використанням диференціальних рівнянь із запізненням 

№ Назва параметра моделі Числові значення 
параметрів 

Представлення параметрів  
та їх числових значень  

у пакеті R 
1.  Ціле натуральне число, яке характе-

ризує кількість імунопікселів у пря-
мокутній решітці 

4=N  N < -16#4#16 

2.  Константа народжуваності для попу-
ляції антигенів 

1min2 −=β  beta <- 2 

3.  Ймовірнісна швидкість нейтралізації 
антигенів антитілами; g

mL
µ

γ
⋅

=
min

2  gamma <- 2 

4.  Стала смертності антитіл 1min1 −=fµ  mu_f <- 1 

5.  Щільність антигенів γη /8.0=  etha <- 0.8/gamma   
#0.01184/gamma 

6.  Швидкість, з якою популяція антиге-
нів прагне до деякої межі насичення g

mL
µ

δυ ⋅
=

min
5.0  delta_v <- 0.5 #0.035 #0.7 

7.  Швидкість, з якою популяція антитіл 
прагне до деякої межі насичення g

mL
f µ

δ
⋅

=
min

5.0  delta_f <- 0.5 #0.0175 #0.2 

8.  Постійна запізнення в часі, з якою 
настає імунна відповідь 

0.05τ = , 
0.22τ = , 
0.23τ = , 

0.2865τ =  

tau <- 0.05#0.22#0.23#0.2865 

9.  Коефіцієнт дифузії 
min

2.0
2nmD =  D <- 0.2 

10.  Відстань між пікселями nm3.0=∆  Delta <- 0.3 
11.  Стала дисбалансу 0>n  n <- 0.9 #1 

 
Після введення відповідних значень па-

раметрів моделі імуносенсора на прямокутній 
решітці з використанням диференціальних 

рівнянь із запізненням згідно з таблицею 1 
представлення в пакеті R x64 3.5.2 отримаємо 
у вигляді рисунка 3. 
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Рисунок 3 – Представлення в пакеті R x64 3.5.2 математичної моделі імуносенсора  
на прямокутній решітці з використанням диференціальних рівнянь із запізненням  

та відповідних параметрів згідно з таблицею 1 
 

На рисунку 3 також наведено результат введення математичної моделі імуносенсора на 
прямокутній решітці з використанням диференціальних рівнянь, яка має вигляд 

{ }

)())()((
)(

)())()((
)(

,,,
,

,,,,
,

tFtFtV
dt

tdF

VStVtVtF
dt

tdV

jijifjif
ji

jijijiji
ji

δ−τ−ηγ+µ−=

+τ−δ−τ−γ−β=
∧

υ ,   (1) 

Наступне числове моделювання було виконано при різних значеннях при ( ]1,0∈n . 
Наприклад, коли 9.0=n , відповідні результати моделювання для 0>τ  наведені на ри-

сунку 4 (а-г). 
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в) 

   

   

   
г) 

Рисунок 4 – Фазові площини системи (1) для популяцій антитіл 
jiF ,
 відносно популяцій антигенів 

4,2,3,1,, == jiV ji
 як результат чисельного моделювання при 05.0=τ ; (а), 22.0=τ  (б), 23=τ  (в), 

2865.0=τ  (г):  – початковий стан; ○ – ідентичний та ● – неідентичний сталі стани 
 

Згідно з рисунком 4 (а-г) спостерігаємо, 
що при зміні значення τ  змінюється якісна 
поведінка пікселів та всього імуносенсора. 
Наприклад, при ]22.0,0[∈τ  бачимо траєкто-

рію, що відповідає стійкому вузлу для всіх 
пікселів (рисунок 4 (а, б)). 

При значеннях τ , близьких до .23.0 хв , 
виникає біфуркація Хопфа і подальші траєк-
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торії відповідають стійким граничним цик-
лам еліпсоподібної форми для усіх пікселів 
(рисунок 4 (в) для 23.0=τ ). Для значень 

27.0>τ  спостерігаємо хаотичну поведінку 
(рисунок 4 (г)). 

Детальний опис математичної моделі 
імуносенсора на прямокутній решітці з вико-
ристанням диференціальних рівнянь із запіз-
ненням представлено в роботах [16-19]. 

Фрагмент лістингу комп’ютерної 
програми «Дослідження фазових площин 
моделі імуносенсора на прямокутній решіт-
ці з використанням диференціальних рів-
нянь із запізненням» 

 #---------------------------- 
 # plotting nonidentical steady states 
 # dataframe for 

biosensor_matrix_steady_state 
 #---------------------------- 
 V_steady<-c(rep(0.0,N*N)) 
 F_steady<-c(rep(0.0,N*N)) 
  index_i<-c(rep(0,N*N)) 
  index_j<-c(rep(0,N*N)) 
  counter = 1 
  for(i in 1:N) { 
    for(j in 1:N) { 
      V_steady[counter] <- 

nonident_endemic_state$root[counter] 
      F_steady[counter] <- 

nonident_endemic_state$root[N+counter] 
      index_i[counter] <- i 
      index_j[counter] <- j 
      counter <- counter + 1 
    } 
  } 
  biosensor_matrix_steady_state.data <- 

data.frame(V_steady,index_i,index_j) 
  biosensor_matrix_steady_state <- 

ggplot(biosensor_matrix_steady_state.data, 
aes(x=index_i,y=index_j)) 

png(paste(paste("Tau",tau,"_Matrix_V_Ste
ady",sep=""),"png",sep="."), width = 800, height 
= 600) 

  biosensor_matrix_steady_state_V <- 
biosensor_matrix_steady_state + 
geom_tile(aes(fill=V_steady)) 

  biosensor_matrix_steady_state_V <- 
biosensor_matrix_steady_state_V + 
scale_fill_gradientn(colours = terrain.colors(10)) 

  print(biosensor_matrix_steady_state_V) 
  dev.off() 
png(paste(paste("Tau",tau,"_Matrix_F_ste

ady",sep=""),"png",sep="."), width = 800, height 
= 600) 

  biosensor_matrix_steady_state_F <- 
biosensor_matrix_steady_state + 
geom_tile(aes(fill=F_steady)) 

  biosensor_matrix_steady_state_F <- 
biosensor_matrix_steady_state_F + 
scale_fill_gradientn(colours = terrain.colors(10)) 

  print(biosensor_matrix_steady_state_F) 
  dev.off() 
}# end of program 
Висновок. У роботі проведено дослі-

дження фазових площин моделі імуносенсор-
ної системи на прямокутній решітці з викорис-
танням диференціальних рівнянь за допомо-
гою пакета R. Отримані результати мають ви-
значальне значення при дослідженні стійкості 
моделі імуносенсора. При цьому враховується 
наявність колоній антигенів та антитіл, що 
локалізовані у пікселях, а також дифузія ко-
лоній антигенів між пікселями. Математич-
ний опис імуносенсора містить дискретну по-
пуляційну динаміку, яку поєднано з динаміч-
ною логікою, що використовується для дис-
кретних подій. 
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RESEARCH OF PHASE PLANES OF IMMUNOSENSOR MODEL  

ON A RECTANGULAR LATTICE USING THE DIFFERENTIAL EQUATIONS  
WITH DELAY IN THE R PACKAGE 

 
The computer simulation of an immunosensor on a rectangular lattice using the differential 

equations with delay in the R package is carried out in the work. The phase planes of the immunosen-
sor model on the rectangular lattice using the differential equations with delay are investigated, the 
parameters of the model, their numerical values, as well as the parameters in the R package are pre-
sented. The latest researches in the field of immunosensors, their types, and popularity of scientific 
directions of research during the last five years are analyzed. Despite the huge variety of modern 
physico-chemical methods for detecting the analytical signal in immunoassay, electrochemical meth-
ods with a number of undeniable advantages, such as: high sensitivity and accuracy, selectivity and 
expressiveness, not high cost and versatility, are in the lead. The R package is described as a pro-
gramming environment for statistical analysis of data with given values of parameters of the im-
munosensor model on the rectangular lattice using differential equations with delay. The links to use-
ful sites, referral lists and documentation on the installation and inception of the R package are pre-
sented. The results of numerical immunosensor simulation on a rectangular lattice in the form of 
phase planes make it possible to study the stability of the immunosensor model. In this work, the phase 
planes of the model of the immunosensor system on the rectangular lattice using differential equations 
with the help of R package are investigated. The results obtained are crucial in the study of the stabil-
ity of the immunosensor model. This takes into account the presence of colonies of antigens and anti-
bodies localized in pixels, as well as the diffusion of antigen colonies between pixels. The mathemati-
cal description of the immunosensor contains discrete population dynamics, which is combined with 
the dynamic logic used for discrete events. 
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