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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ДИСКОВОГО ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКОГО 
ТРАНСФОРМАТОРА С КОЛЬЦЕВЫМ ЭЛЕКТРОДОМ В ПЕРВИЧНОЙ 

ЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ ЦЕПИ 
 

Актуальность применения различных функциональных элементов пьезоэлектроники в 
силовых и информационных системах объясняется, прежде всего, их высокой надежностью. 
Одним из основных элементов таких систем является пьезокерамический трансформатор. 
Пьезокерамический трансформатор является альтернативой электромагнитным трансфор-
маторам в тех сферах их применения, где необходима высокая надежность, стабильность, 
автономность, максимальная длительность безотказной работы. Однако в настоящее время 
отсутствуют надежные и достоверные методики построения математических моделей пье-
зоэлектрических трансформаторов, которые могли бы использоваться в качестве теорети-
ческих основ расчета характеристик и параметров этого класса функциональных элементов 
современной пьезоэлектроники. Основные результаты настоящей работы можно сформули-
ровать следующим образом: 

– построена математическая модель пьезоэлектрического трансформатора с кольце-
вым электродом в первичной электрической цепи; 

– показана высокая чувствительность частотной характеристики пьезоэлектрического 
трансформатора к значениям выходного сопротивления источника электрического сигнала в 
первичной электрической цепи. 

Ключевые слова: пьезоэлектрический трансформатор, осесимметричные колебания, 
физические процессы, математическая модель. 

 
Введение. Актуальность применения 

различных функциональных элементов пьезо-
электроники в силовых и информационных 
системах объясняется, прежде всего, их высо-
кой надежностью [1] – интенсивность отказов 
составляет 10-6, т.е. сопоставима с показате-
лями интегральных микросхем, а также ма-
лыми габаритами, что решает проблему ми-
ниатюризации таких систем.  

Один из основных элементов таких сис-
тем – пьезокерамический трансформатор (ПТ) 
[2], который является альтернативой электро-
магнитным трансформаторам в тех сферах их 
применения, где необходима высокая надеж-
ность, стабильность, автономность, макси-
мальная длительность безотказной работы [3]. 
Объектами, где необходимо применение таких 
сверхнадежных трансформаторов напряжения, 
являются: автоматические межпланетные 
станции; автономные глубоководные плаваю-
щие объекты; любые другие объекты, доступ к 
которым сильно затруднен, невозможен или 

чрезвычайно опасен для человека (ядерные 
реакторы; химически опасные объекты, стан-
ции в Антарктиде и Арктике, подземные объ-
екты, орбитальные спутники и т.д.). 

Пьезоэлектрический трансформатор 
имеет ряд преимуществ по сравнению с элек-
тромагнитным, а именно [4-6]: высокую 
удельную мощность; отсутствие электромаг-
нитных помех; высокую эффективность; воз-
можность миниатюризации; широкий частот-
ный диапазон; огнестойкость; простую техно-
логию изготовления [7]. 

Чрезвычайно широкие возможности 
пьезотрансформаторов позволяют использо-
вать их при создании разнообразных аналого-
вых и дискретных устройств преобразования 
сигналов. 

Следует отметить, что на основе пье-
зотрансформаторов возможно создание разно-
образных управляющих устройств, способных 
выполнять различные функции преобразова-
ния сигналов. Для этого в элемент пьезотранс-
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форматора вводится дополнительная секция 
электродов и связь между секциями осуществ-
ляется только механическим путем [8]. 

В настоящее время пьезотрансформато-
ры находят все большее применение в облас-
тях, где требуется получение высоких напря-
жений. Практика применения пьезотрансфор-
маторов показывает, что они достаточно эф-
фективно работают на первой или на второй 
моде колебаний в области частот от несколь-
ких десятков до сотен килогерц [9]. 

Пьезотрансформаторы находят широкое 
применение в современной светотехнической 
аппаратуре и приборах. Они позволяют ми-
нимизировать габариты устройств зажигания 
и питания различного класса газоразрядных 
ламп, создавать высокоэффективные высоко-
частотные источники питания с КПД до 95 %, 
обеспечивающие повышение долговечности 
ламп в 5-10 раз и светоотдачу более чем в 
1,4 раза. В настоящее время одними из наибо-
лее динамично развивающихся электронных 
устройств являются тонкие дисплеи с ЖК-
экранами (типа FED) [10-12]. 

Пьезотрансформаторы являются высо-
кочастотными резонансными устройствами, 
параметры которых изменяются от изменения 
нагрузки. Поэтому возникает задача разра-
ботки адекватной математической модели, 
описывающей изменения параметров ПТ от 
изменения нагрузки. Для получения такой 
модели необходимо иметь методику опреде-
ления экспериментальных характеристик ПТ. 
Однако использование пьезотрансформаторов 
сдерживается сложностью адекватного анали-
тического описания их моделей [13]. 

В настоящее время отсутствует целост-
ная методика построения математических 
моделей пьезоэлектрических трансформато-
ров, которые могли бы использоваться в ка-
честве теоретических основ расчета их харак-
теристик и параметров [16], создание которой 
и является целью данной работы. 

1. Расчет коэффициента трансформа-
ции пьезоэлектрического трансформатора 
с кольцевым электродом в первичной 
электрической цепи. Рассмотрим дисковый 
пьезоэлектрический трансформатор (рис. 1), 
первичная электрическая цепь которого со-
стоит из генератора разности электрических 
потенциалов ti

1eU ω  ( 1U  – амплитудное значе-
ние разности электрических потенциалов; 

1i −=  – мнимая единица; ω  – круговая час-

тота смены знака потенциала; t  – время) с 
выходным электрическим импедансом гZ  и 
кольцевого электрода (позиция 1 на рис. 1). 
Вторичная электрическая цепь состоит из 
электрода в форме круга (позиция 2) с под-
ключенной к нему электронной схемой со 
входным электрическим импедансом нZ , на 
котором формируется разность электрических 
потенциалов ti

2eU ω . Первичная и вторичная 
электрические цепи пьезоэлектрического 
трансформатора не имеют гальванической 
связи. Энергообмен между первичной и вто-
ричной электрическими цепями осуществля-
ется с помощью осесимметричных радиаль-
ных колебаний материальных частиц пьезоке-
рамики в объеме поляризованного по толщи-
не диска (позиция 3 на рис. 1). 

 

 
Рис. 1. Расчетная схема дискового  

пьезоэлектрического трансформатора 
 

Очевидно, что работа функционального 
элемента пьезоэлектроники, который схема-
тически показан на рис. 1, полностью описы-
вается коэффициентом трансформации 

( ) 12 UU,K =Πω  (символом Π  обозначен на-
бор электрических, геометрических и физико-
механических параметров трансформатора), 
который, следуя определению А. Н. Тихонова 
[14], является математической моделью рас-
сматриваемого устройства. Схема построения 
математической модели пьезоэлектрического 
трансформатора в общих чертах изложена в 
работе [14]. 

Амплитудное значение 2U  потенциала 
на выходе пьезоэлектрического трансформа-
тора определяется, очевидно, как падение 
электрического напряжения на нагрузочном 
сопротивлении нZ , т. е. 
 н22 ZIU = , (1) 
где 2I  – амплитудное значение тока во вто-
ричной электрической цепи.  
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В работе [15] показано, что 22 QiI ω−= , где 
2Q  – амплитуда поляризационного заряда под 

электродом во вторичной электрической цепи 
трансформатора, причем 

 ( )( )∫ ρρρπ=
1R

0

1
z2 dD2Q , (2) 

 

где ( ) ( )ρ1
zD  – амплитудное значение аксиаль-

ного компонента вектора электрической ин-
дукции под центральным электродом (рис. 1), 
т. е. в области № 1, где значение текущей ра-
диальной координаты [ ]1R,0∈ρ . В работе 
[16] показано, что для тонких ( 1R <<α ) пье-
зокерамических дисков справедливо следую-
щее определение компонента ( )( )ρ1

zD : 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )
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где ∗
31e  и σχ33  – пьезоэлектрический модуль и 

компонент тензора диэлектрической прони-
цаемости пьезокерамики для режима планар-
ных колебаний, причем E

33
E
12333131 cceee −=∗ , 

E
33

2
333333 ce+χ=χ εσ ; 31e , 33e , E

12c , E
33c  и εχ33  – 

справочные значения пьезомодулей, модулей 
упругости и диэлектрической проницаемости 
поляризованной по толщине пьезокерами-
ческой пластинки; ( ) ( )ρερρ

1 , ( ) ( )ρεϕϕ
1  и ( )( )ρρ

1u  - 
амплитудные значения изменяющихся во 
времени по закону tie ω  компонентов тензора 
малых деформаций и радиального компонента 
вектора смещения материальных частиц пье-
зокерамики в области № 1. 

Подставляя определение электрической 
индукции ( )( )ρ1

zD  в соотношение (2), получаем 
выражение для расчета амплитуды электри-
ческого заряда 2Q  в следующем виде: 

 ( )( ) 211
1

1
331

31
2 UCRuC

R
e2Q σ

ρ
σ

σ

∗

−
χ

α
= , (4) 

где αχπ= σσ
33

2
11 RC  – статическая электричес-

кая емкость электрода во вторичной электри-
ческой цепи пьезоэлектрического трансфор-
матора. Подставляя выражение (4) в опреде-
ление амплитуды тока 2I , а полученный ре-
зультат – в соотношение (1), получаем фор-
мулу для расчета амплитудного значения раз-
ности электрических потенциалов на выходе 
пьезоэлектрического трансформатора 

 ( ) ( )( )1
1

331

31
e2 Ru

R
ef2U ρσ

∗

χ

α
ω−= , (5) 

где символом ( )ωef  обозначена функция 
включения электрода во вторичной электри-
ческой цепи пьезоэлектрического трансфор-

матора. Числовые значения функции включе-
ния рассчитываются по формуле 

 ( )
∗

∗

Ω−

Ω
=ω

i1
ife , (6) 

где нωτ=Ω∗  – безразмерная величина; 

н1н ZCσ=τ  – постоянная времени вторичной 
электрической цепи пьезоэлектрического 
трансформатора. На рис. 2 показан график 
модуля функции включения ( )ωef  в зависимо-
сти от значений безразмерной величины ∗Ω . 

 

 
Рис. 2. Изменение модуля функции включения 
электрода во вторичной электрической цепи 
пьезоэлектрического трансформатора 
 
В работе [16] показано, что потенциалы 

2U  и 0U  (амплитудное значение разности 
электрических потенциалов на электроде в 
первичной электрической цепи пьезоэлектри-
ческого трансформатора) являются взаимо-
связанными величинами. Связность потен-
циалов 2U  и 0U  обеспечивается связностью 
напряженно-деформированного состояния в 
различных областях объема колеблющегося 
пьезокерамического диска. Отсюда следует, 
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что амплитудный множитель смещения ( )( )ρρ
1u  

одновременно определяется как потенциалом 
2U , так и потенциалом 0U . 

Выясним, как связаны между собой по-
тенциалы 2U  и 0U . 

В работе [16] определены упругие на-
пряжения и смещения материальных частиц 
пьезокерамики в областях, которые находятся 
под электродами, и в областях, где электроды 
отсутствуют. Следуя изложенной в работе 
[16] методике, можем записать, что 

( ) ( )
( )( ) ( )( )

α
+

ρ

ρ
+

ρ∂

ρ∂
=ρσ ∗ρρ

ρρ
2

31

1

12

1

11
1 Ue

u
c

u
c ,  (7) 

 ( )( )
( )( ) ( )( )
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ρ
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=ρσ ρρ
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2
D
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2
D
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2 u
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u
c , (8) 
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D
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D
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где ( ) E
33

2E
12

E
1111 cccc −= ; ( )E

33
E
12

E
1212 cc1cc −= ; 

( ) σ∗ χ+= 33
2

3111
D
11 ecc ; ( ) σ∗ χ+= 33

2
3112

D
12 ecc  – 

модули упругости для режима осесимметрич-
ных радиальных колебаний материальных 
частиц пьезокерами-ческого диска в областях 
под электродами (это область № 1, где 

[ ]1R,0∈ρ , и область № 3, где [ ]32 R,R∈ρ ) и в 
областях без электродирования (это область 
№ 2, где [ ]21 R,R∈ρ , и область № 4, где 

[ ]R,R3∈ρ ). 
Амплитудные значения радиальных 

компонентов векторов смещений материаль-
ных частиц в областях № 1, …, № 4 опреде-
ляются следующим образом: 
 ( )( ) ( )γρ=ρρ 11

1 JAu , (11) 
 ( )( ) ( ) ( )ργ+ργ=ρρ 113112

2 NAJAu , (12) 
 ( )( ) ( ) ( )γρ+γρ=ρρ 1514

3 NAJAu , (13) 
 ( )( ) ( ) ( )ργ+ργ=ρρ 117116

4 NAJAu , (14) 
где 1A , …, 7A  - частотно зависимые констан-
ты (амплитудные множители) радиальных 
смещений материальных частиц в различных 
областях; ( )zJ1 , ( )zN1  ( γρ=z ; ργ= 1z ) – 
функции Бесселя и Неймана [17] первого по-
рядка; 011c ρω=γ  и 0

D
111 c ρω=γ  – вол-

новые числа радиальных колебаний в облас-
тях под электродами и без электродного по-
крытия; 0ρ  – плотность пьезокерамики. 

На условных границах разделов облас-
тей амплитудные значения смещений и напря-
жений должны удовлетворять условиям дина-
мического и кинематического сопряжения, 
которые записываются следующим образом: 
 ( ) ( ) ( )( ) 0RR 1

2
1

1 =σ−σ ρρρρ , (15) 
 ( )( ) ( )( ) 0RuRu 1

2
1

1 =− ρρ , (16) 
 ( ) ( ) ( )( ) 0RR 2

3
2

2 =σ−σ ρρρρ , (17) 
 ( )( ) ( )( ) 0RuRu 2

3
2

2 =− ρρ , (18) 
 ( ) ( ) ( )( ) 0RR 3

4
3

3 =σ−σ ρρρρ , (19) 
 ( )( ) ( )( ) 0RuRu 3

4
3

3 =− ρρ . (20) 
Если граница R=ρ  пьезокерамического 

диска свободна от механических контактов с 
другими материальными объектами, то на 
контуре R=ρ  должно выполняться условие  
 ( )( ) 0R4 =σρρ . (21) 

Подставляя в условия (15) – (21) выра-
жения (7) – (14), получаем неоднородную 
систему линейных алгебраических уравнений, 
которая состоит из семи уравнений, в которых 
содержится семь искомых констант 1A , …, 

7A . Очевидно, что эта система уравнений 
разрешается относительно искомых констант 
единственным способом. В общем виде ука-
занную систему уравнений можно записать 
следующим образом: 

 j

7

1k

kik PAm =∑
=

, ( 7,...,2,1k,j = ). (22) 

Коэффициенты jkm  и правые части jP  
системы уравнений (22) имеют следующий 
вид: 

( ) ( ) ( ) ( )1111011 RRJk1RJm γγ−−γ= ; 1112 cck = ; 
( ) ( ) ( ) ( )[ ]11111111012 RRJk1RJm γγ−−γξ= ; 

2
31K1 +=ξ ; ( ) ( )1133

2
31

2
31 ceK σ∗ χ= ; 

D
11

D
121 cck = ; 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]11111111013 RRNk1RNm γγ−−γξ= ; 
0mmmm 17161514 ==== ; Ω−= 21 qUP ; 

( )α= ∗
1131 cReq ; Rγ=Ω ; ( )1121 RJm γ= ; 

( )11122 RJm γ= ; 
( )11123 RNm γ= ; 0mmmm 27262524 ==== ; 

0P2 = ; 0m31 = ; 
( ) ( ) ( ) ( )[ ]21211121032 RRJk1RJm γγ−−γξ= ; 
( )[ ( ) ( ) ( )21211121033 RRNk1RNm γγ−−γξ= ; 
( ) ( ) ( ) ( )2212034 RRJk1RJm γγ−−γ= ; 
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( ) ( ) ( ) ( )2212035 RRNk1RNm γγ−−γ= ; 
0mm 3736 == ; Ω= 03 qUP ; 0m41 = ; 

( )21142 RJm γ= ; 
( )21143 RNm γ= ; ( )2144 RJm γ= ; ( )2145 RNm γ= ; 

0mm 4746 == ; 0P4 = ; 0mmm 535251 === ; 
( ) ( ) ( ) ( )3313054 RRJk1RJm γγ−−γ= ; 
( ) ( ) ( ) ( )3313055 RRNk1RNm γγ−−γ= ; 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]31311131056 RRJk1RJm γγ−−γξ= ; 
( )[ ( ) ( ) ( )31311131057 RRNk1RNm γγ−−γξ= ; 

Ω−= 05 qUP ; 
0mmm 636261 === ; ( )3164 RJm γ= ; 

( )2165 RNm γ= ; ( )31166 RJm γ= ; ( )31167 RNm γ= ; 
0P6 = ; 

0mmmmm 7574737271 ===== ; 
( ) ( ) ( ) ( )RRJk1RJm 11111076 γγ−−γ= ; 

( ) ( ) ( ) ( )RRNk1RNm 11111077 γγ−−γ= ; 0P7 = . 
Решения для констант 1A , 4A  и 5A , 

которые определяют радиальные смещения 
материальных частиц диска под электродами 

первичной и вторичной электрической цепи 
пьезоэлектрического трансформатора, имеют 
следующий вид: 

( )1201121 AUAUqA +
Ω

−= ; 
0

11
11 D

BA = ; 

 
0

12
12 D

BA = ; (23) 

( )4204124 AUAUqA +
Ω

= ;
0

41
41 D

BA = ; 

 
0

42
42 D

BA = ; (24) 

( )5205125 AUAUqA +
Ω

−= ; 
0

51
51 D

B
A = ; 

 
0

52
52 D

B
A = ; (25) 

где 0D  – определитель системы уравнений 
(22), а 11B , …, 52B  – определители следую-
щих матриц: 

 

7776

67666564

57565554

45444342

35343332

2322

11

mm0000
mmmm00
mmmm00
00mmmm
00mmmm
0000mm

B

−−
−−

−−
−−

−−

= ; 

7776

67666564

45444342

5756553554343332

2322

1312

12

mm0000
mmmm00
00mmmm
mmmmmmmm
0000mm
0000mm

B

−−
−−

−−+−+−
−−
−−

= ; 

7776

676665

575655

454342

353332

232221

41

mm0000
mmm000
mmm000
00mmm0
00mmm0
000mmm

B

−−
−−

−
−

−−

= ; 

7776

676665

454342

575655353332

232221

131211

42

mm0000
mmm000
00mmm0
mmmmmm0
000mmm
000mmm

B

−−
−

−−+−
−−
−−

= ; 
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7776

676664

575654

444342

343332

232221

51

mm0000
mmm000
mmm000
00mmm0
00mmm0
000mmm

B

−−
−−

−
−

−−

= ; 

7776

676664

444342

575654343332

232221

131211

52

mm0000
mmm000
00mmm0
mmmmmm0
000mmm
000mmm

B

−−
−

−−+−
−−
−−

= . 

Подставляя определение (23) константы 
1A  в соотношение (11), а полученный резуль-

тат – в формулу (5) для расчета потенциала 
2U , приходим к выводу, что 

( ) ( ) ( )11120112
133

31
e2 RJAUAU

R
qef2U γ+
Ωχ

α
ω=

σ

∗

, 

откуда следует, что 
 ( )ΠΩ= ,KUU 202 ; (26) 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( )[ ]RRRRJAKf21

RRRRJAKf2,K
11111

2
31e

11112
2
31e

2
ΩΩω−

ΩΩω
=ΠΩ ; 

символом Π  обозначен набор геометрических, 
электрических и физико-механических пара-
метров трансформатора; ( ) ( )σ∗ χ= 3311

2
31

2
31 ceK  – 

квадрат коэффициента электромеханической 
связи для режима радиальных колебаний ма-
териальных частиц поляризованного по тол-
щине пьезокерамического диска. 
 

Определим амплитудное значение 0U  
разности электрических потенциалов на элек-
троде первичной электрической цепи пьезо-
электрического трансформатора. 

Очевидно, что 

 
3г

31
0 ZZ

ZU
U

+
= , (27) 

где 3Z  – электрический импеданс области 
№ 3 под кольцевым электродом первичной 
электрической цепи пьезоэлектрического 
трансформатора. В соответствии с законом 
Ома для участка электрической цепи 

303 IUZ = , где 3I  – амплитуда переменного 
электрического тока в проводнике, который 
соединяет генератор разности электрических 
потенциалов с кольцевым электродом. Как и 
ранее, будем полагать, что 33 QiI ω−= , где 

3Q  – амплитудное значение поляризационно-
го заряда под кольцевым электродом, которое 
определяется следующим образом: 

 ( )( ) ( )
( )( ) ( )( )[ ]













−−
β−χ

α
=ρρρπ= ρρσ

∗
σ∫ 1RuRu

U1R
e2UCdD2Q 2

3
3

3

0
2

333

31
03

R

R

3
z3

3

2

, (28)

где ( ) α−πχ= σσ 2
2

2
3333 RRC  – статическая элек-

трическая емкость кольцевого электрода; 
32 RR=β  – геометрический параметр кольца. 

Подставляя выражения (24) и (25) для 
расчета констант 4A  и 5A  в определение (13) 
и учитывая при этом выражение (26), получа-
ем следующую формулу для расчета смеще-
ний ( )( )ρρ

3u : 

 ( )( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ){ }RNAA,KRJAA,K
c
ReUu 152512142412
11

3103 ρΩ+ΠΩ+ρΩ+ΠΩ
αΩ

=ρ
∗

ρ . (29) 

После вычисления значений ( )( )2
3 Ruρ  и 

( )( )3
3 Ruρ  по формуле (29) можно записать, что 

( )ΠΩ= σ ,KUCQ 3033 , где 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ){ } 1NAA,KJAA,K
1

K2,K 52512424122

2
31

3 −Ω+ΠΩ+Ω+ΠΩ
β−

=ΠΩ ; 
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( ) ( ) ( )[ ] ( )RRRRJRRJJ 33131 ΩΩββ−Ω=Ω ; ( ) ( ) ( )[ ] ( )RRRRNRRNN 33131 ΩΩββ−Ω=Ω . 
 

После определения заряда 3Q  электри-
ческий импеданс 3Z  определяется выражени-
ем ( )[ ]ΠΩω−= ε ,KCi1Z 333 , откуда следует оп-
ределение разности потенциалов на кольце-
вом электроде 

 
( )ΠΩω−

=
σ ,KZCi1
UU

3г0

1
0 . (30) 

Подставляя выражение (30) в соотно-
шение (26), приходим к выводу, что 

( )
( )ΠΩω−

ΠΩ
=

σ ,KZCi1
,KUU

3г0

2
12 , 

откуда следует формула для расчета коэффи-
циента трансформации 

 ( ) ( )
( )ΠΩω−

ΠΩ
==Πω

σ ,KZCi1
,K

U
U,K

3г0

2

1

2 . (31) 

Аналитическая конструкция (31) явля-
ется математической моделью пьезоэлектри-
ческого трансформатора с кольцевым элек-
тродом в первичной электрической цепи. 

2. Теоретическое исследование мате-
матической модели пьезоэлектрического 
трансформатора с кольцевым электродом в 
первичной электрической цепи. Выражение 
(31), определяющее коэффициент передачи 
пьезоэлектронного устройства с электрическо-
го входа на электрический выход, имеет кон-
струкцию, которая типична для электронных 
устройств с отрицательной обратной связью. 
Отчетливо видно, что глубина обратной связи 
прямо пропорциональна значению выходного 
сопротивления источника сигнала, т. е. импе-
дансу гZ . При значении 0Zг =  обратная связь 
исчезает, и коэффициент трансформации пол-
ностью определяется частотно зависимой 
функцией ( )ΠΩ,K2 . 

Физическое содержание обратной связи, 
которая существует в пьезоэлектрических 
трансформаторах, практически очевидно. На 
частоте электромеханического резонанса ра-
диальных колебаний существенно возрастают 
уровни смещений материальных частиц пье-
зоэлектрического диска. Это сопровождается 
увеличением деформаций и, как следствие, 
уровней поляризационных зарядов на элек-
тродах первичной электрической цепи. Из-за 
этого увеличивается амплитуда электрическо-
го тока в первичной электрической цепи, что 
сопровождается увеличением падения напря-
жения на сопротивлении гZ  и, соответствен-

но, уменьшением разности потенциалов 0U  
(см. рис. 1). 

С целью определения влияния выходно-
го импеданса источника электрического сиг-
нала на коэффициент трансформации пьезо-
электрического трансформатора была выпол-
нена серия расчетов, результаты которых по-
казаны на рис. 3–6. 

Все расчеты были выполнены для сво-
бодного пьезокерамического диска радиусом 

м1025R 3−⋅=  и толщиной м102,1 3−⋅=α . 
Материал диска – поляризованная по толщине 
пьезокерамика типа ЦТС со следующими 
параметрами: 3

0 мкг7400=ρ ; ГПа112cE
11 = ; 

ГПа62cE
12 = ; ГПа100cE

33 = ; 2
33 мКл20e = ; 

2
31 мКл9e −= ; 033 1800χ=χε ; мФ1085,8 12

0
−⋅=χ  - 

диэлектрическая постоянная. В расчетах, ре-
зультаты которых показаны на рис. 3–5, доб-
ротность пьезокерамики 100Qм = . При по-
строении кривых, показанных на рис. 3 и 4, 
было принято значение электрической нагруз-
ки Ом1000Zн = . Значение модуля электриче-
ского импеданса источника электрического 
сигнала показано в поле рисунков. По осям 
ординат на рис. 3–6 отложены числовые зна-
чения модуля коэффициента трансформации. 
По осям абсцисс – безразмерная величина 

0ωτ=Ω , где 0110 cR ρ=τ  – постоянная 
времени рассматриваемого пьезокерамическо-
го диска. Значению 1=Ω  соответствует час-
тота Гц20072f = . Как следует из результа-
тов, представленных на рис. 3 и 4, изменение 
параметра гZ  сопровождается существенны-
ми изменениями частотной характеристики 
пьезокерамического дискового трансформа-
тора. Те же тенденции наблюдаются и на 
рис. 5. На рис. 6 показано влияние механиче-
ской добротности мQ  материала диска на 
изменение коэффициента трансформации в 
узкой полосе частот в окрестности частоты 
первого электромеханического резонанса ра-
диальных колебаний свободного (не закреп-
ленного по контуру R=ρ ) пьезокерамическо-
го диска. Числовые значения добротностей 
указаны в поле рисунков цифрами возле соот-
ветствующих кривых. Отчетливо видно, что 
увеличение выходного сопротивления источ-
ника электрического сигнала сопровождается 
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существенным уменьшением влияния меха-
нической добротности материала диска на 

коэффициент трансформации. 

 

 
 

Рис. 3. Влияние выходного сопротивления источника сигнала на частотно зависимое изменение 
модуля коэффициента трансформации при относительных размерах электродов 2,0RR1 = , 

25,0RR2 =  и 999,0RR3 =  
 

Из результатов расчетов, которые пока-
заны на рис. 3–6, можно сделать вывод, что 
каждому набору физико-механических пара-

метров пьезоэлектрика, каждой конфигурации 
электродов первичной и вторичной электри-
ческой цепи и фиксированной электрической 
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нагрузке пьезоэлектрического трансформато-
ра соответствует свое фиксированное значе-
ние выходного сопротивления гZ  источника 

электрического сигнала, при котором реали-
зуется максимальный коэффициент транс-
формации в заданном диапазоне частот. 

 

 
 

Рис. 4. Влияние выходного сопротивления источника сигнала на частотно зависимое изменение 
модуля коэффициента трансформации при относительных размерах электродов 4,0RR1 = , 

45,0RR2 =  и 999,0RR3 =  
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Рис. 5. Влияние выходного сопротивления источника сигнала на частотно зависимое изменение 
модуля коэффициента трансформации при относительных размерах электродов 2512RR1 = , 

2515RR2 = , 999,0RR3 =  и электрической нагрузке кОм10Zн =  
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Рис. 6. Влияние выходного сопротивления источника сигнала на частотно зависимое изменение 
модуля коэффициента трансформации при относительных размерах электродов 2512RR1 = , 

2515RR2 = , 999,0RR3 =  и электрической нагрузке кОм10Zн =  
 

Выводы. Основные результаты на-
стоящей работы можно сформулировать сле-
дующим образом: 

– построена математическая модель 
пьезоэлектрического трансформатора с коль-

цевым электродом в первичной электрической 
цепи; 

– показана высокая чувствительность 
частотной характеристики пьезоэлектрическо-
го трансформатора к изменениям значений 



Серія: Технічні науки 2/2016 

25 

выходного сопротивления источника электри-
ческого сигнала в первичной электрической 
цепи; 

– проведено компьютерное моделиро-
вание характеристик пьезоэлектрического 
трансформатора с кольцевым электродом в 
первичной электрической цепи при различ-
ных значениях выходного сопротивления 
источника электрического сигнала. 
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MATHEMATICAL MODEL OF DISK PIEZOELECTRIC TRANSFORMER  
WITH RING ELECTRODE IN PRIMARY ELECTRICAL CIRCUIT 

 
Power electronic electromagnetic transformers have been the dominating component for con-

verting and transforming of electrical power. The trend of power converters goes in the direction of 
higher efficiency and smaller volume. Research has shown that piezoelectric transformers (PT) can 
compete with traditional electromagnetic transformers on both efficiency and power density. PTs are 
therefore an interesting field of research. PTs are advantageous in DC-DC converter applications and 
in cold cathode fluorescent lamps (CCFL) drivers. The favorable attributes of the PT are low weight 
and size and potentially low cost. One additional important characteristic is the high voltage isolation 
of ceramic materials used to build PTs. The advantages of using piezoelectric transformers to light 
LCD monitor backlights include its thin thickness, a small temperature rise, and a low electromagnet-
ic interference (EMI) noise. In addition, a piezoelectric transformer is more suitable for mass produc-
tion than traditional, coil-based transformers. 

With the help of a personal computer it is possible in a few hours to model many combinations 
of geometric, physical and mechanical parameters of specific design of piezoelectric transformer, and 
to find a combination thereof, which provides an implementation of the devices specified parameters. 
This allows to sharply reduce the number of natural experiments, which inevitably are carried out in 
the process of the development of new devices. In addition, using a mathematical model it is easy to 
determine the characteristics sensitivity of piezoelectric transformer to variations of elements parame-
ters of its design. With access to these dependences, we can implement a rational choice of products 
manufacturing technology, i.e. choose the least expensive technology from a number of ones. Thus, 
high-quality mathematical model can significantly reduce the time and cost of developing of piezo-
electric transformers new models. 

In most papers the described methods for constructing of piezoelectric transformers models are 
mostly based on the use of equivalent electrical circuits and it does not allow to analyze stress-strain 
state of solids with piezoelectric effects. 

Based on the above, it can be argued that currently there are no reliable and valid methods for 
constructing of mathematical models of piezoelectric transformers, which could be used as a theoreti-
cal basis for characteristics and parameters calculating of this class of functional elements of modern 
piezoelectronics.  

We can formulate the main results of this work as follows: 
– mathematical model of piezoelectric transformer with ring electrode in primary electrical cir-

cuit is constructed; 
– high sensitivity of frequency characteristic of piezoelectric transformer to the values of output 

impedance of electrical signal source in primary electrical circuit is demonstrated. 
Keywords: piezoelectric transformer, axially symmetric oscillations, physical processes, ma-

thematical model. 
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